
Chapter 1

极限

1.1 ε− δ 语言

引入 ε− δ 语言的必要性。

问题 1 求极限：
lim
n→∞

n
√
n (1.1)

♠

不引入 ε− δ 语言，很难证明上述极限为 1。

定理 1 斯特林公式：
Γ(n+ 1) ∼

√
2πn

(n
e

)n
(1.2)

♠

下面我们从序列极限开始，引入 ε−N 定义：

定义 1 序列的极限：

∃a ∈ R, s.t.∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, s.t. ∀n > N, |an −A| < ε. (1.3)

则记作：

lim
n→∞

an = A (1.4)

读作：数列 {an} 的极限为 A。 ♠

定义 2 上极限：
lim
x→∞

xn = lim
n→∞

sup
i≥n

xi (1.5)
♠
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定义 3 下极限：
lim
x→∞

xn = lim
n→∞

inf
i≥n

xi (1.6)
♠

若不存在极限，则称数列发散。

上下极限不相等，极限不存在。下面用肯定语言描述极限不存在：

∀A ∈ R , ∃ε > 0 , ∀N(ε) ∈ N , ∃n > N , |an −A| ≥ ε (1.7)

定义 4 序列有界：
∃M > 0, ∀i ∈ N+, |ai| < M (1.8)

有上界：

∃M > 0, ∀i ∈ N+, ai < M (1.9)

有下界：

∃M > 0, ∀i ∈ N+, ai > M (1.10)
♠

定理 2 收敛序列必有界。 ♠

该命题的证明只需取 M = max{|ai|, limn→∞+1} 即可。
回到开头的例子，证明 n

√
n 极限为 1：

证明 令：
n
√
n < 1 + ε (1.11)

化简：

n < (1 + ε)n (1.12)

因此当：

(1 + ε)n = 1 + nε+
n(n− 1)

2
ε2 · · · > n(n− 1)

2
> n (1.13)

即：

n >
2

ε2
+ 1 (1.14)

取 N =

[
2

ε2

]
+ 3，有：

∀n > N,
∣∣ n
√
n− 1

∣∣ < ε (1.15)

从而：

lim
n→∞

n
√
n = 1 (1.16)

■
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下面给出几个重要的不等式：

三角不等式: |a| − |b| ≤ ||a| − |b|| ≤ |a+ b| ≤ |a|+ |b| (1.17)

Bernoulli 不等式: (1 + x)n ≥ 1 + nx, x > −1 (1.18)

均值不等式: 1

n

n∑
i=1

xi ≥ n

√√√√ n∏
i=1

xi (1.19)

Cauchy 不等式:
(∑

a2
)(∑

b2
)
≥

(∑
ab
)2

(1.20)

利用不等式证明 limn→∞ x
√
n = 1：(

1 +
1√
n

)n

≥ 1 +
n√
n
= 1 +

√
n (1.21)

又有：
n
√
n <

(
1 + n− 1

2

)2
= 1 +

1

n
+ 2

1√
n
→ 1 (1.22)

证毕。

另一种证明方法：

n
√
n =

(√
n
√
n · 1 · · · 1

) 1
n ≤ 2√

n
+ 1− 2

n
(1.23)

师说 1 上高中了吗？ ♡

将极限的概念推广到函数：

定义 5 函数 f(x) 极限：

∃A, s.t. ∀δ > 0, ∃ε > 0 s.t. ∀x ∈ Ů(x0, δ), |f(x)−A| < δ (1.24)

则:
lim
x→x0

f(x) = A (1.25)
♠

定理 3 lim 的简单性质：与有限次四则运算的对易子为零。 ♠

证明 先证加法，记 an, bn 的极限分别是 a, b：

|an + bn − a− b| = |an − a+ bn − b| ≤ |an − a|+ |bn − b| ≤ ε1 + ε2 (1.26)

取 ε = ε1 + ε2, N = max{N1, N2} 便得证。
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下面证明乘法：

|anbn − ab| = |anbn − anb+ anb− abn| (1.27)

≤ |an||bn − b|+ |bn||an − a| (1.28)

取 ε = max{an}ε2 + max{bn}ε1, N = max{N1, N2} 即可。 ■

极限的四则运算需要保证极限存在。因此，以下四种不定式不能直接四则运算：

0

0

∞
∞

0 · ∞ ∞−∞ (1.29)

极限的四则运算只能是有限次。例如：

lim
n→∞

n∑
i=1

1

i
= +∞ (1.30)

上述极限并不为 0。

定理 4 三明治原理 (夹逼定理)：对于三个函数或序列（可看做定义域为 N+ 的函数）

f(x), g(x), h(x)，若 f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) 在 x0 的邻域内均被满足，且：

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = A (1.31)

则：

lim
x→x0

g(x) = A (1.32)
♠

下面以数列极限为例子进行证明，对于序列 an ≤ cn ≤ bn：

证明 由于：

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = A (1.33)

因此：

∀ε > 0, ∃N1, N2 s.t.
|an − a| < ε, n > N1

|bn − a| < ε, n > N2

(1.34)

则当 N > max (N1, N2)：

|cn − a| < ε, n > N (1.35)
■
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问题 2 求极限：

lim
n→∞

n

√√√√2024∑
i=1

i2 (1.36)
♠

解答 注意到：

2024 ≤ n

√√√√2024∑
i=1

in ≤ 2024
n
√
2024 (1.37)

两侧极限均为 2024，故：

lim
n→∞

n

√√√√2024∑
i=1

i2 = 2024 (1.38)
♠

问题 3 求极限：

lim
n→∞

2n∑
i=n+1

1

i
(1.39)

♠

解答 一眼定真，鉴定为 ln 2。 ♠

问题 4 求极限：

lim
n→∞

n∏
i=2

(
1− 1

i2

)
(1.40)

♠

解答

lim
n→∞

n∏
i=2

(
1− 1

i2

)
= lim

n→∞

n∏
i=2

(
(i+ 1)(i− 1)

i2

)
=

1

4
(1.41)

♠

1.2 R 的连续性与 lim 的其它求法


