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先扩充指数函数的定义域 N → R。设 x0 是有理数列 {an} 的极限，则定义：

ex0 := lim
n→∞

ean (1)

下证唯一性：

证明 设存在另一列有理数 {bn} 满足 limn→∞ bn = x0，下证：

lim
n→∞

ean = lim
n→∞

ebn (2)

当 a > 1, |p− q| < 1，利用伯努利不等式：

|ap − aq| = aq|(1 + (a− 1))p−q − 1| ≤ aq(a− 1)|p− q| (3)

或用几何-算数均值不等式：

a
m
n = (am · 1n−m)n ≤ ma+ n−m

n
(4)

代入 m = p− q, n = 1，注意到 |an − bn| ≤ |an − l|+ |bn − l| ≤ 2ε 得证。 ■

师说 1 你要能把
√
2π 瞪出来就不用上线性代数了，因为你已经有了超越线性的直观。♥

定理 1 有界序列必有收敛子列。 ♠

下面证明柯西收敛准则：

证明 必要性：由闭区间套定理可得，存在子序列极限。由于 m,n 任取，整个序列的极

限等于子序列极限。充分性：有限累加可得。 ■

推论 1 极限不存在（发散）：

∃ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n,m > N, s.t. |an − am| > ε (5)
♠

问题 1 证明：调和级数发散。 ♠

证明 注意到 S2n − Sn(∼ ln 2) > 1
2 得证。 ■

问题 2 证明, 下列级数收敛: ∑ 1

i2
(6)
♠
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证明 注意到： ∑ 1

i2
<

1

i(i− 1)
<

1

n
(7)

取 N = [ε−1] + 1 即满足柯西收敛准则。 ■

定理 2 压缩映照原理：设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上有定义且满足：

1. f([a, b]) ⊂ [a, b];

2. ∃q ∈ (0, 1), s.t. |f(x)− f(y)| ≤ q|x− y|, ∀x ∈ [a, b].

则存在唯一的 c ∈ [a, b]s.t. f(c) = c。 ♠

这其实是二维迭代的蛛网图。

证明 先证明存在性：

xi+1 : = f(xi) (8)

|xn − xn−1| = |f(xn−1)− f(xn−2)| ≤ q|xn−1 − xx−2| ≤ qn−1|x1 − x0| (9)

|xn − ξ| ≤ kn|x0 − ξ| (10)

两侧取极限，夹逼得证。

关于唯一性：反证，取两个不动点，则 q = 1 不满足题意。 ■

P.s. 我觉得谢惠民真的是太重要了，好多题都是从这上面抄的。还有红皮，最好把例题
都做一遍——当然，如果期中前时间允许的前提下。

0.1 函数的极限与连续性

当 x 有趋向，f(x) 有没有趋向？

定义 1 Ů(x0, δ) := (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ). ♠

定义 2 设函数 f : X 7→ Y 在 Ů(x0, δ) 有定义，且 X,Y ⊂ R，则 ∀δ > 0:

lim
x→x0

f(x) = A := ∃ε(δ) > 0, s.t. ∀|x− x0| < δ, |f(x)−A| < ε (11)

lim
x→x0−0

f(x) = A := ∃ε(δ) > 0, s.t. ∀x0 − x < δ, |f(x)−A| < ε (12)

lim
x→x0+0

f(x) = A := ∃ε(δ) > 0, s.t. ∀x− x0 < δ, |f(x)−A| < ε (13)
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又有趋向于无穷的极限，∀varepsilon > 0：

lim
x→∞

f(x) = A := ∃N, s.t. ∀|x| > N, |f(x)−A| < ε (14)

lim
x→+∞

f(x) = A := ∃N, s.t. ∀x > N, |f(x)−A| < ε (15)

lim
x→−∞

f(x) = A := ∃N, s.t. ∀ − x > N, |f(x)−A| < ε (16)
♠

定义 3 趋向无穷：

f(x) → +∞ := ∀δ > 0, ∃N(δ) > 0, x ∈ Ů(x0, δ), f(x) > N (17)

f(x) → −∞ := ∀δ > 0, ∃N(δ) > 0, x ∈ Ů(x0, δ),−f(x) > N (18)

f(x) → ∞ := ∀δ > 0, ∃N(δ) > 0, x ∈ Ů(x0, δ), |f(x)| > N (19)

x 趋向无穷的极限定义将 x ∈ Ů(x0, δ) 换做 |x| > N 即可。 ♠

定理 3 两侧极限相等是极限存在的充要条件。 ♠

定义 4 连续：
lim f(x) = f(limx) (20)

♠
连续是一个点性质。必须区分“在 x0 连续”与“在定义域连续”。点连续不一定意味着

邻域连续。例如狄利克雷函数乘 x：

f(x) :=

{
x x ∈ Q
0 x /∈ Q

(21)

仅在 x = 0 连续。

定理 4 六类初等函数与它们的有限次四则运算、复合在它们的定义域内均连续。 ♠

闭区间上的连续函数的性质是 R 的性质的推广。
下面以正弦函数为例，证明初等函数的连续性：

证明

lim
x→x0

sinx = sinx0 (22)

⇔| sinx− sinx0| = 2

∣∣∣∣cos x+ x0
2

sin x− x0
2

∣∣∣∣ (23)

≤ 2

∣∣∣∣sin x− x0
2

∣∣∣∣ (24)

≤ |x− x0| (25)
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从而取 δ = ε 即可。 ■

这里运用到了几何结论：

sinx < x < tanx (26)

师说 2 额，这个……把三角公式列给大家吧。 ♥

以下是积化和差和和差化积公式。

sinα sinβ = −[cos(α+ β)− cos(α− β)]/2 (27)

cosα cosβ = [cos(α+ β) + cos(α− β)]/2 (28)

sinα cosβ = [sin(α+ β) + sin(α− β)]/2 (29)

cosα sinβ = [sin(α+ β)− sin(α− β)]/2 (30)

sin θ + sinφ = 2 sin[(θ + φ)/2] cos[(θ − φ)/2] (31)

sin θ − sinφ = 2 cos[(θ + φ)/2] sin[(θ − φ)/2] (32)

cos θ + cosφ = 2 cos[(θ + φ)/2] cos[(θ − φ)/2] (33)

cos θ − cosφ = −2 sin[(θ + φ)/2] sin[(θ − φ)/2] (34)


