
Chapter 1

线性方程组

定义 1 形如： 

∑
a1jxj = bi

...∑
amjxj = bi

(1.1)

的方程组被称作线性方程组，其中 aij 为方程的系数，bi 为常数项。 ♠

值得注意的是，上述线性方程组可以写作一个二阶张量与矢量缩并的形式，这也体

现了矩阵是二维线性变换的本质：

Aijx
j = bi (1.2)

这里已经使用了求和约定。

下面我们来尝试求解线性方程组。小学时我们已经学过代入消元法和加减消元法，现

在将其推广至 n 元。首先讨论解的存在情况。对于一个线性方程组：

1. 当方程组中存在两个相同的方程，方程组有无数组解。

2. 当方程组存在两个相互矛盾的方程，方程组无解。

3. 当方程组个数等于未知数个数且非上述两种情况，方程组有唯一解。

解 n 元方程组的步骤为 (Gauss-Jordan 算法)：

1. 将方程第一行的 −ak1
a11
倍加到方程组的第 k 行。使得 an1 中只有 a11 非零。

2. 调换位置并重复迭代，将方程第 l 行的 −akj
alj
倍加到方程组的第 k 行。使得 anj 中

只有 alj 非零。使方程充分化简。
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3. 顺次逆序解出未知数，再向前代入。

例题 1 解方程组：

x1 − x2 + x3 = 1

x1 − x2 − x3 = 3

2x1 − 2x2 − x3 = 3 ♠

我们发现，解线性方程组只需要处理未知数的系数和常数项。为了简化求解步骤，我们

可以降系数和常数项提出单独处理。记系数矩阵为 A，常数项构成的矩阵为 B：

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

 , B =


b1
...
bm

 (1.3)

解答 经过化简，产生方程 0 = 1，方程组无解。

定义 2 称矩阵： 
a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...
an1 · · · ann bn

 (1.4)

为 n 元线性方程组的增广矩阵。 ♠

定义 3 初等行变换包括：

1. 交换两行。

2. 将一行加到另一行上。

3. 将一行中的每个元素乘一个系数。 ♠

经过初等行变换，我们可以将增广矩阵转化为上阶梯形矩阵。

定义 4 形如：

C =



a11 · · · a1(i1−1) a1i1 · · · a1n b1

0 · · · 0 a′2i1 · · · a2n b′2
... . . . ... 0

...
0 · · · 0 0 · · · ann b′′n

0 · · · 0
...


(1.5)

的矩阵被称作上阶梯形矩阵。 ♠
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设每行第一个非零数所在列指标为 ik，设 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n+1，讨论解的情况：

1. 当 ir = n+ 1，出现方程 0 = 1，无解；

2. 当 ir ̸= n = 1，方程组有解：

(a) 若 ir = n，由于 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ in ≤ n+ 1，即 ik = k，方程组有唯一组解。

(b) 若 ir < n，方程组有无穷组解。且方程的解可以写作：
xi1 = d+ c11xj1 + · · ·+ c1mxjm

...

xir = d+ cr1xj1 + · · ·+ crmxjm

(1.6)

上述形式被称作解系，(xj1 , · · · , xjm) 被称作自由未知量，(xi1 · · ·xir) 被称作
主变量。

问题 1 验证：矩阵化简为上阶梯形矩阵后非零行的个数与化简方法无关。即：矩阵的秩
不随初等行变化改变。R(A) 只与 A 有关。

证明 原命题即证同一个矩阵所对应的上阶梯形矩阵彼此间最多只能差若干次初等行变

换。

设 B 与 B′ 都是矩阵 A 的上阶梯形矩阵。注意到初等行变换总有对应的逆变换：

1. 交换顺序显然可逆。

2. 将第 i 行加到第 j 行上的逆变换为将第 j 行减去第 i 行。

3. 将一行中的每个元素乘一个系数逆变换位乘这个系数的倒数。

而上述三种逆变换也是初等行变换。

故存在一系列初等行变换，使得 B 变换为 A；又有前设可知存在一系列初等行变

换，使得 A 变换为 B′。连接两个初等行变换系列，我们便构造了一种方式，使得 B 可

以经过初等行变换变为 B′。进而原命题成立。 ■

结论 本节课的内容包括：

1. 线性方程组的化简方法：Gauss-Jordan 算法;

2. 思考：一种变换下的本质不变性——几何 (埃尔朗根纲领)。 ♠


