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补充定义：

定义 1 排列：对自然数对 (1, 2, · · · , n) 重新排序，得到 (i1, i2, · · · , in)，则称其为 1 到 n

的一种排列。 ♠

定义 2 逆序对数量为奇数，则称该排列为奇排列；反之，称之为偶排列。 ♠

τ(π) 也可以被理解为将排列 π 经过一一换序变为 (1, 2, · · · , n) 的最少步骤数。

定理 1 对换两个元素，排列奇偶性改变。 ♠

上述定理可以进一步推广为：

定理 2 奇（偶）排列经过奇（偶）数次对换变成自然排列 (1, 2, · · · , n)。 ♠

定理 3 行排列与列排列的奇偶性同时改变。 ♠

考虑到经过有限次行列变换后排列逆序数可同时为 0，因此不管从行展开还是按列展开，
同一项的逆序数必须相同： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(1)

按行，逆序数为 τ(2314)，按列为 τ(3124)。故必有：

τ(2314) = τ(3124) (2)

问题 1 求行列式： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11

a21 a22
...

. . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)
♠

解答 记：

An =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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则：

An =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0

a21
... An−1

an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11An−1 (5)

♠

迭代：

An =

n∏
i=1

aii (6)

另一个对角矩阵的行列式与此相同：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a22 a2n
. . .

...

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

aii (7)

问题 2 求行列式： ∣∣∣∣∣∣∣∣
a1n

. .
. ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ (8)
♠

解答

det


a1n

. .
. ...

an1 · · · ann

 = (−1)

n−1∑
i=0

i n∏
i=1

aii = (−1)

n(n− 1)

2
n∏

i=1

aii (9)
♠

定义 3 转置： (
A j

i

)T
= A i

j (10)
♠

定理 4
det(A) = det(AT ) (11)

从而行的性质都可以对偶地应用在列上。 ♠

结论 1. 行公理化定义



线性代数笔记 (Photon’s Version) 3

2. 列公理化定义

3. 行列式定义 ♠

下面是几个例题：

问题 3 设：
C = C b

a = c ji (e
i)a(ej)

b = (ai1
j + 1ib

j)(ei)a(ej)
b (12)

其中 1i, 1
i 是为凑齐指标而产生的所有元为 1 的向量，计算 detC。1 ♠

解答  当n ≥ 3, 0

当n = 2, (a1 − a2)(b1 − b2)
(13)

注意到当 n ≥ 3，行列式中必有两行在拆解后相等 (β 或 1)则该结论显然。其中 detC =

|ai1a + 1jβa|，βa = (b1, b2, · · · , bn). ♠

1这里利用到了抽象指标记号。


