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一个矩阵，若两行相同，则行列式为零。这一性质是行列式的反交换律造成的：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

...

a1

...

an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

...

a1

...

an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (1)

初等变换中，只有将某行的 k 倍加到另一行上不改变行列式的值。且对于其他两种变换，

交换两行会产生一个负号，将某一行乘以 k 倍会使行列式的值乘相同的系数 k。

问题 1 求行列式 detA，其中 n 阶矩阵 A := (aij)，满足：

aij =

λ i ̸= j

k i = j
(2)
♠

解答 注意到每一行和（或每一列和）均为 (n− 1)λ+ k，有：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k λ λ · · · λ

λ k λ · · · λ

λ λ k λ
...

...
. . .

...

λ λ λ · · · k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [(n− 1)λ+ k]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

λ k λ · · · λ

λ λ k λ
...

...
. . .

...

λ λ λ · · · k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

再将第一行的 −λ 倍加到其余每一行上：

detA = [(n− 1)λ+ k](

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

k − λ 0 · · · 0

k − λ 0

. . .
...

k − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [(n− 1)λ+ k])(k − λ)n−1 (4)

♠

下面我们仿照上一节问题??给出另一种解答：

解答 注意到：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k λ λ · · · λ

λ k λ · · · λ

λ λ k λ
...

...
. . .

...

λ λ λ · · · k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (k − λ) λ λ · · · λ

λ λ+ (k − λ) λ · · · λ

λ λ λ+ (k − λ) λ
...

...
. . .

...

λ λ λ · · · λ+ (k − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)
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写作向量形式：

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1+ (k − λ)e1

λ1+ (k − λ)e2
...

λ1+ (k − λ)en

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6)

注意到行列式非零项必有各行不成比例：

detA = (k − λ)n +

n∑
i=1

(k − λ)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1
...

λ1
...

en

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (k − λ)n +

n∑
i=1

(k − λ)n−1 (7)

其中第一项来自于单位矩阵的行列式，第二项中 λ1 在行列式的第 i 行。进而两种解答

的答案相同。 ♠

上面解答的最后一步非常神奇，也非常正常。可以从某种意义上将其作为 1 的性质。当

其与其它基矢并做矩阵，并对这个矩阵求行列式，1 的效果与一个基矢的作用相当（将

其它行乘 −1 加到其上）。

定义 1 余子式：将矩阵 A 划去第 i 行第 j 列剩下的元素构成的方阵被称作 A 第 i 行

第 j 列的余子式，记作Mij。 ♠

引理 1 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11 detM11 (8)

♠

证明 注意到 (1, i) 均不为逆序：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i

∏
m

amπi(−1)τ(π) (9)

= a11
∑
i

∏
m

amπ′
i
(−1)τ(π

′) = a11 detM11 (10)
■
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从而： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · a1i · · · 0

a21 a22 · · · a2i · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...

an1 an2 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i−1a1i detM1i (11)

又注意到： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · a1i · · · 0

a21 a22 · · · a2i · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...

an1 an2 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(12)

= a1i(−1)i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a21 · · · a2n
...

. . .
...

. . .
...

an2 · · · an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ (13)

对列也可以类似展开（换为 j − 1 次），从而我们可以定义：

定义 2 代数余子式：Aij := (−1)i+jMij . ♠

行列式可以有新的展开方式：

定理 1 行列式按行展开：

detA =
n∑

j=1

aijAij =
n∑

j=1

(−1)i+jaijMij (14)
♠

元素和其余子式具有类似“内积”的性质：

定理 2
n∑

j=1

aijAij =
n∑

j=1

(−1)i+jaijMkj =

detA k = i

0 k ̸= i
(15)

♠

证明 k = i 的情况前文已证，下面说明 k ̸= i 时求和为零。构造矩阵：

B = (bmn) bmn =

 ain m = k

amn m ̸= k
(16)

B 的行列式因有完全相同的两行而为零。对 B 的第 k 行展开：

detB =
n∑

j=1

aijAij =
n∑

j=1

(−1)i+jaijMkj = 0 (17)
■
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列展开和行展开的公式等价。

下面我们来研究一类矩阵的行列式 (范德蒙行列式)：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an
...

...
. . .

...

an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(18)

不断地将第 i− 1 行的 −a1 倍加到第 i 行上，有：

detAn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

0 a2 − a1 · · · an − a1
...

...
. . .

...

0 an−1
2 − a1a

n−2
2 · · · an−1

n − a1a
n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 − a1 · · · an − a1

...
. . .

...

an−1
2 (a2 − a1) · · · an−1

n (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(19)

提出每一列的公因式：

detAn = detAn−1

n∏
i=2

(ai − a1) (20)

递推：

detAn = detA1

∏
1≤j<i≤n

(ai − aj) =
∏

1≤j<i≤n

(ai − aj) (21)

有一些浅显的例子不再重复。

问题 2 求 n 阶行列式：

detAn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab · · · 0

1 a+ b · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(22)

♠

解答 按行展开并递推可得：

detAn = (a+ b) detA11 + 1× detA21 = (a+ b) detAn−1 − ab detAn−2 (23)

记 detAi = Di，写出数列 {Di} 的特征方程：

x2 − (a+ b)x+ ab = 0 (24)
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解得两特征根 λ1 = a, λ2 = b。则解为：

Di = C1a
i + C2b

i (25)

注意到：

D1 = a+ b (26)

D2 = a2 + ab+ b2 =
a3 − b3

a+ b
(27)

有解： 
C1 =

a

a+ b

C2 = − b

a− b

(28)

从而：

detAn = Dn =
an+1 − bn+1

a− b
(29)

♠


