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矩阵的秩作业

问题 1 证明：

rank
(
A 0

C B

)
≥ rankA+ rankB (1)

证明 取 A与 B 的最大线性无关行向量组 {αi}, {βi}，二者在扩充后依然是线性无关的向量
组 {αi|0}, {γi|βi}。注意到零向量怎样线性组合都无法得到非零向量，故 {αi|0}无法线性表
示 {γi|βi}，而满秩向量组对应的齐次线性方程组没有非零解，从而 {αi|0} 无法被 {γi|βi}
线性表示，{αi|0}, {γi|βi} 均属于原矩阵的一个线性无关组。原矩阵的秩大于两个分线性无
组的元素个数的和。证毕。 ■

上一道题不能直接取等的原因是可能存在两个线性相关的 βi = βj，但与不同的 γi, γj 组合

后变得线性无关了。从而新矩阵的秩大于等于两个分矩阵秩序的和。

问题 2 对于满列秩矩阵 A 与 B，证明：

rank
(
A C

0 B

)
= rankA+ rankB (2)

证明 转置，利用前一问结论：

rank
(
A C

0 B

)
≥ rankA+ rankB (3)

又因为总共只有 m+ n 列，故：

m+ n ≥ rank
(
A C

0 B

)
≥ rankA+ rankB = m+ n (4)

证毕。 ■

证明 已知线性方程组： 
a11x1 + · · · = b1

...
an1x1 + · · · = bn

(5)

的系数矩阵与

(
A β

βT 0

)
秩相同。证明方程组有解。 ■
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解答 注意到：

rankA = rank
(

A β

βT 0

)
≥ rank(A|β) ≥ rankA (6)

从而 rank(A|β) = rankA，原方程有解。
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