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数域练习题及补充题一作业

问题 1 令:

F =

 a0 + a1e+ · · ·+ ane
n

b0 + b1e+ · · ·+ bmem

∣∣∣∣n,m为任意非负整数, ai, bj ∈ Z

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤, j ≤ m

 (1)

证明 F 是数域，其中 e 是自然常数。

证明 下面证明 F 对加法封闭。设 f1 =

∑
i=0

F1ie
i

∑
i=0

f1ie
i
, f2 =

∑
i=0

F2ie
i

∑
i=0

f2ie
i
∈ F：

f1 + f2 =

∑
i=0

F1ie
i
∑
i=0

f2ie
i +
∑
i=0

f1ie
i
∑
i=0

F2ie
i

∑
i=0

f1ie
i
∑
i=0

f2ie
i

=

∑
λ

∑
i+j=λ

(F1if2j + f1iF2j)e
λ

∑
λ

∑
i+j=λ

f1if2je
λ

∈ F (2)

这其实是因为整多项式环对乘法与加法封闭。相应的，F 对减法也封闭。下面证 F 对乘法

封闭：

f1 × f2 =

∑
i=0

F1ie
i
∑
i=0

F2ie
i

∑
i=0

f1ie
i
∑
i=0

f2ie
i
=

∑
λ

∑
i+j=λ

F1iF2je
λ

∑
λ

∑
i+j=λ

f1if2je
λ

∈ F (3)

F 对取倒数封闭（复合一次乘法后即对除法封闭）：

f−1 =

∑
i=0

fie
i

∑
i=0

Fie
i
∈ F (4)

综上，F 对四则运算封闭，F 是数域。 ■

问题 2 解下列线性方程组：

(1 + a1)x1 + x2 +x3 + · · · +xn = b1

x1 + (1 + a2)x2 +x3 + · · · +xn = b2

...
...

...

x1 + x2 +x3 + · · · +(1 + an)xn = bn

(5)

其中 ai ̸= 0，
∑

a−1
i ̸= −1.
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解答 注意到两个重要关系：

n∑
j=1

xj

(
1 +

n∑
i=1

a−1
i

)
=

n∑
i=1

bi
ai

(6)

bi −
n∑

j=1

xj

ai
= xi (7)

(6)可由第 i 行同除 ai(i = 0, 1 · · · , n) 再全部求和得到，(7)是原方程每一行的变形，是显然
的。由(6)解出：

n∑
j=1

xj =
n∑

i=1

bi
ai

(
1 +

n∑
j=1

a−1
j

)−1

(8)

代入(7)：

xk =

bk −

(
1 +

n∑
j=1

a−1
j

)−1 n∑
i=1

bi
ai

ak
(9)
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