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行列式作业

问题 1 证明：

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − b1 b1 − c1 c1 − a1

a2 − b2 b2 − c2 c2 − a2

a3 − b3 b3 − c3 c3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0;

2.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1

a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
证明 1. 写成向量形式，记 a = (a1, a2, a3)

T，以此类推：

det(a− b, b− c, c− a) = det(a, b− c, c− a)− det(b, b− c, c− a)

= det(a, b, c− a)− det(a, c, c− a) + det(b, c, c− a)

= det(a, b, c)− det(b, c,a)

= det(a, b, c)− det(a, b, c) = 0

2. 写成向量形式，记 a = (a1, a2, a3)
T，以此类推：

det(a+ b, b+ c, c+ a) = det(a, b+ c, c+ a) + det(b, b+ c, c+ a)

= det(a, b, c+ a) + det(a, c, c+ a) + det(b, c, c+ a)

= det(a, b, c) + det(b, c,a)

= det(a, b, c) + det(a, b, c) = 2 det(a, b, c) ■

问题 2 计算下列 n 阶行列式：

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

b2 1 0 · · · 0

b3 0 1 · · · 0
...

...
...

...
bn 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn

a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn

· · · · · · · · ·
an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解答 1. 化简： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

b2 1 0 · · · 0

b3 0 1 · · · 0
...

...
...

...
bn 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 −
∑n

i=2 aibi a2 a3 · · · an

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1 −

n∑
i=2

aibi

2. 写作向量：

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn

a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn

· · · · · · · · ·
an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det


a11+ b

a21+ b

...

an1+ b



= a1 det


1

a21+ b

...

an1+ b

+ det


b

a21+ b

...

an1+ b



= a1 det


1

b

...

an1+ b

+ a2 det


b

1

...

an1+ b


从这里可以看出，对于任意 n ≥ 3，对行列式拆解后必有两行同为 1 或 b，故行列式必

为 0。当 n = 2：

detA = a1(b2 − b1) + a2(b1 − b2) = (a1 − a2)(b2 − b1)
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问题 3 求 n 阶行列式：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 0 · · · 0 0

x 1 + x2 x 0 · · · 0 0

0 x 1 + x2 x · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解答 套结论题。注意到：

Dn = xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x−1 + x 1 0 0 · · · 0 0

1 x−1 + x 1 0 · · · 0 0

0 1 x−1 + x 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 x−1 + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xn (x

−1)
n+1 − xn+1

x−1 − x

=
1− x2(n+1)

1− x2

问题 4 计算 n 阶行列式 (n ≥ 2)：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 + 1 x2 + 1 · · · xn + 1

x2
1 + x1 x2

2 + x2 · · · x2
n + xn

x3
1 + x2

1 x3
2 + x2

2 · · · x3
n + x2

n

...
...

...
xn−1
1 + xn−2

1 xn−1
2 + xn−2

2 · · · xn−1
n + xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解答 从第二行开始，用第 i 行减去第 i− 1 行，可得范德蒙行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n

x3
1 x3

2 · · · x3
n

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤<j≤n

(xj − xi)
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问题 5 计算行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a1 a2 0 0 · · · 0 0

−1 1− a2 a3 0 · · · 0 0

0 −1 1− a3 a4 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · −1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解答 从第 n 行开始，将第 i 行加到第 i− 1 行上：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a1 0 0 0 · · · 0 0 1

−1 −a2 0 0 · · · 0 0 1

0 −1 −a3 0 · · · 0 0 1
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · −an−2 0 1

0 0 0 0 · · · −1 −an−1 1

0 0 0 0 · · · 0 −1 1− an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
拆成两部分：

detAn =
n∏

i=1

(−ai) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a1 0 0 0 · · · 0 0 1

−1 −a2 0 0 · · · 0 0 1

0 −1 −a3 0 · · · 0 0 1
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · −an−2 0 1

0 0 0 0 · · · −1 −an−1 1

0 0 0 0 · · · 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
从而：

detAn = (−1)n
n∏

i=1

ai + detAn−1

累加：

detAn = 1 +
n∑

i=1

(−1)i
i∏

j=1

aj

其中 1 与 i = 1 的项组合成 1− a1 = detA1.
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